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Figure 2. Logic gates
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Figure 3. De Morgan equivalents
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Bevezetés az elektronikaba:
Boole algebra, logikai kapuaramkérsok
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T Logtkai aramkérok

Szamitogépekben, miszerekben, vezérl6 automatakban alapvet6
szerep jut az olyan aramkordknek, melyek valamilyen logikai
osszefuggést fejeznek ki. Ezeknek a logikai aramkoroknek az épitbkovei
az ugynevezett kapuaramkorok, amelyek egy-egy elemi logikai
osszefliggés (NEM, ES, VAGY kapcsolat) kiértékelésére képesek.

A logikai aramkorok tervezésénél az a cél, hogy bizonyos események bekovetke-

zésénél az aramkor meghatarozott modon vezéreljen valamilyen eszkozt.

Példaul a lift induljon felfele, ha a liftben megnyomtak egy magasabb emeletnek megfelelo gombot, vagy
ha egy felsobb emeleten megnyomtaik a hivogombot, de ne induljon, ha az ajto nyitva van, stb.

Az eseményeket, melyek bekovetkeznek vagy nem, a bekovetkezésiikre utalé
allitasokat, melyek igaznak vagy hamisnak bizonyulnak, logikai valtozoknak
tekinthetjuk, melyeknek két lehetséges értéke 1 és 0.

A logikai valtozo értéke 1, ha az esemény bekovetkezik, ha az allitas igaz, és 0 az
ellenkezé esetben. A logikai aramkorokben tobbnyire a fesziiltség magas, illetve
alacsony szintje képviseli az 1 vagy 0 allapotot.
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=S Boole-algebra

A matematikaban a Boole-algebra (vagy Boole-hald) egy olyan kétmiveletes
algebrai struktura amely a halmazmiiveletek, a logikai miveletek és az
eseményalgebra miveleteinek koz6s tulajdonsagaival rendelkezik. George Boole
angol matematikus mutatott ra el6sz6r arra (1854), hogy a fenti harom terulet
kozotti szoros algebrai jellegl kapcsolat all fenn.

A Boole-algebra megadhato kozos tulajdonsagokkal biré elemek egy halmazaval,
a halmazelemeken végezhet6 miveletekkel és néhany axiomaval vagy
posztulatummal, amely bizonyos kovetelményeket tamaszt a halmazra és a
halmazelemeken végezhet6 muiveletekre nézve. A posztuldatum szo jelentése:
kovetelmeény, kivanalom, saroktétel, alapigazsag, elmélet kiindulasi pontja.

Tobbféle Boole-algebra definialhatd. Benniinket csak az un. kétértékd Boole-
algebra  érdekel, amelyet kapcsolasi algebranak is neveznek.
A kapcsolasi algebra azt vizsgalja, hogy a logikai kapuaramkérokbdl 6sszeallitott
halézat kimenetén a lehetséges két allapot melyike valésul meg, ha a
bemenetek az egyik vagy masik lehetséges allapotban vannak. Ezért a Boole-
algebra az elektronikus digitdlis szamitogép konstrudlasanak nélkilozhetetlen
elméleti alapja.
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ﬂ—} A Boole-algebra axiomatikus definialasa

A kétérték(i Boole-algebra egy olyan algebrai struktura, amelyet megadhatunk B = {0, 1}
halmazaval és a halmaz elemein végezhetd + (szdban: VAGY) és - (széban: ES) binaris
mUveletekkel, s ezekre teljeslilnek E. V. Huntington 1904-ben megfogalmazott
posztulatumai:

1. (a) A B halmaz zart a + binaris miiveletre nézve, azaz barmely x,y € B esetén a z = x +y mivelet
eredménye is eleme B-nek (z € B).
(b) A B halmaz zart a - binaris miveletre nézve, azaz barmely x,y € B esetén a z = x - y miivelet
eredmeénye is eleme B-nek (z € B).

2. (a) A 0 zéruselem a + mliveletre nézve, vagyis x+ 0 =0+ x = X.
(b) Az 1 egysegelem a - binaris miiveletre nézve, vagyis x-1=1-x = X.

(a) A struktira kommutativ a + binaris miiveletre nezve, azaz x +y =y + x.
(b) A struktira kommutativ a - bindris miveletre nézve, azaz x-y =y - X.

LJ

4. (a) A - mivelet disztributiv a + miiveletre nézve, azaz x-(y +z) = (x-y) + (x - z).
(b) A + miivelet disztributiv a - miiveletre nézve, azaz x+ (y-z) = (x-y) + (x- 7).

5. barmely x € B esetén létezik olyan x' € B elem (amelyet x komplemensének neveziink), amelyre
teljesil, hogy: (a) x+x'=1és (b)) x-x"=0.

6. A B halmaznak letezeik legalabb ket killénb6zd x,y € B eleme, amelyre teljesiil, hogy x # .

Megjegyzés: a B = {0, 1} halmaz elemei nem szdmok, hanem szimbdélumok! Az x, y, z logikai
valtozok pedig olyan szimbdolumok, melyek értéke vagy a 0 vagy az 1 halmazelem.
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- A Boole-algebra miveletei

A kétértékl Boole-algebra binaris (kétvaltozds) mlveleteinek eredménye a B halmaz
valamelyik eleme lesz (0 vagy 1), a miveletben szerepl6 két logikai valtozo értékétdl
figgben. A mliveletvégzés szabalyait tablazatos formaban is megadhatjuk.

Az abran szerepl6 harmadik m(ivelet az 5. posztulatumban definialt komplemens
el6allitasara szolgal.
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A logikai aramkorok épitékovei az ugynevezett kapuaramkorok, amelyek egy-egy elemi
logikai mivelet (NEM, ES, VAGY kapcsolat) elvégzésére képesek. A logikai aramkoroknél a
,0” pl. alacsony jelszinttel, az ,1” pedig magas jelszinttel reprezentalhata.

Egy logikai kifejezés tobb, kiilonb6z6 miiveletet is tartalmazhat, ekkor a miiveleti sorrend:
1. Zardjel, 2. Negacié (NEM), 3. ES m(ivelet, 4. VAGY mivelet.
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- Tételek és tulajdonsagok

A posztulatumokbdl és miveleti tdblazatokbdl djabb dsszefliggéseket vezethetlink le:

Dualitas elve: A posztuldatumokat (a) és (b) parok formajaban adtuk meg a + és - m(iveletekre.
Egyikb8l megkaphatjuk a masikat, ha a + és - mlveleteket felcseréljik, valamint a O helyébe
1-et, illetve az 1 helyébe O-t irunk. Ez egy daltalanos tulajdonsaga a Boole-algebranak, a
levezetett tételekre és a levezetés Iépéseire is igaz.

Alaptételek

1. ldempotencia: (a)x+x=x és (b) x-x=x
Korlatossag: (a)x+1=1 és (b) x-0=0

Involucio: (x')' =x

2

3

4. Asszociativitas: (a)x+(y+2z)=(x+y)+z és (b) x-(y-z)=(x-y)-z
5. De Morgan azonossagok: (a) (x+y)' =x"y"'" és (b) (x-y)' =x"+y,

6

Abszorpcio: (a)x+(x:-y)=x és (b) x-(x+y)=x
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- A Boole-algebra azonossagai

A Boole-algebraban az azonos atalakitasokat az alabbi tablazatban dsszefoglalt azonossagok
szerint végezhetjik.

Postulates and Theorems of Boolean Algebra

Postulate 2 (a) x +0=x (b) x'1=x

Postulate 5 (a) x +x'=1 (b) x-x'=10

Theorem 1 (a) X +x =X (b) XX =X

Theorem 2 (a) x +1=1 (b) x-0=20

Theorem 3, involution (x") =x

Postulate 3, commutative  (a) X +y=y+x (b) Xy = yx

Theorem 4, associative (a) x +(y+z)=(x +y)+z (b) x(yz) = (xy)z

Postulate 4. distributive (a) x(y +z)=xy +xz (b) x +yz =(x +y)x +2)
Theorem 5, DeMorgan (a) (x +y) =x"y' (b) (xy)' =x" +y'
Theorem 6, absorption (a) X +xy=ux (b) x(x +y)=x

Megjegyzés: Ahol nem zavarja a megértést, a szorzasjelet elhagytuk.
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f-  Logikai fiiggvények

Logikai fliggvényen olyan algebrai kifejezést értiink, amelyek binaris (kétérték)
valtozokbdl, a 0 és 1 konstansokbdl és logikai miveleti jelekbdl allnak. A binaris valtozok
adott értékénél a fliggvény értéke 0 vagy 1 lesz.

Példdul: F,=x+Yy’z
Az F, értéke 1 lesz, ha x =1, vagy ha y' és z egyarant 1. Minden mas esetben F, értéke O lesz.

A komplemensképzés szabalyai szerint akkor lesz y' = 1, amikor y = 0. Tehat F, értéke akkor
lesz1, ha x=1vagyhay=0ész=1.

Egy logikai fliggvény megadhatd az igazsagtablazataval is, illetve az algebrai kifejezés
megfelel6en dsszekapcsolt logikai kapuk haldzataval is reprezentalhatd (minden tagnak egy
kapu felel meg, a valtozdk kapubemenetet jelentenek, a

kifejezés értéke pedig a kimeneten jelenik meg). X :; z ;’

0
X D r, 0 0 1 1
' 0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
y I>-o
) = 1 0 1 1
.
. . 4 .o .o 7 .o 14 d y &) yd 1 1 {} l
A logikai aramkoroknél a fliggvény valtozdi bemenetként ) { { {
szerepelnek, az F1 értékét pedig az aramkor kimenete jelenti.
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d- Logikai fliggvények egyszerisitése

Az igazsagtablazattal egy logikai fuggvényt csak egyféleképpen fejezhetlink ki. Algebrai
formulaval azonban tobbféle mdédon is megadhatjuk a fliggvényt ugy, hogy minden alak
ugyanarra az eredményre vezessen. Minden egyes formula megfelel egy-egy logikai
kapukbal kialakitott kapcsolasnak.

Ez az, ami a Boole-algebra hasznalatara 6sztonoz bennlinket. A logikai figgvényeknek
a Boole-algebra szabalyait kovet6 atalakitdsa sok esetben hozzasegit benntinket, hogy
egyszerlibb kifejezéssel irjuk fel ugyanazt a figgvényt, ezaltal kevesebb kapuval vagy
kevesebb bemenetl kapuaramkordkkel valdsithatjuk meg az aramkort.

Tekintsiik példaul a kdvetkezé logikai fiiggvényt: F, = X'y'z + x'yz + xy'

Most egyszerUsitsuk a kifejezést a Boole-algebra azonossagainak felhasznalasaval:

F=xyz+xyz +xy =x"z(y' +y) txy' =xz +xy'

A figgvényt leird kifejezés két tagra egyszer(isodott, ami egyszerlbb aramkori megvaldsitast
is jelent.
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- Logikal halézat egyszerusitése

Az el6z6 oldalon bemutatott figgvény eredeti és egyszer(sitett alakjanak aramkori
megvaldsitasa az alabbi abrakon lathatd.

Nyilvanvaldan az a kedvez6bb megvaldsitas, amelyik kevesebb kaput és kevesebb
kapubemenetet igényel, mivel az kevesebb alkatrészbdl és kevesebb vezetékezéssel
kivitelezhetd. Altaldban egy-egy logikai fiiggvénynek sokféle megvaldsitasa lehet. A
leggazdasagosabb megvaldsitas megtalalasa fontos része a tervezésnek.

x >
y—f Do

-

Y Y

3

- —

.
BFE } — b
- | —

(a) F = X'y'z + X'y + 1y’ (b) F=xy' +x2

Hobbielektronika csoport 2016/2017 Debreceni Megtestesiilés Plébania



- Algebrai atalakitasok

EgyszerUsitsiuk az alabbi logikai figgvényeket!

. x(x" +y)=xx"+xy =0+ xy = xy.

2. xt+txy=(x+x)x+y)=1x+y)=x+ ¥

J. x+ty)x+y)=x+xy+txy  +yw =x(1 +y+y)=nx
4. xy +x'z +yz=xy +x'z + yz(x + x')

=xy +x'z + xyz + x'yz
= xy(l + z) + x"z(1 + y)
= xy + x'zZ.
S. (x +y)(x" + 2)y + z) = (x + y)(x" + 2). adualitas elve alapjan 4.-bél.

Megjegyzések:

= Az 1. és 2. fuggvény egymas dualis parjai, hasonldan a levezetés megfelels |épései is.

= A 3. faggvény egyszerUsitésére konnyebb utat is talalhatunk a 2.1 tablazatban szerepl6
4.b posztuldatum felhaszndlasaval: (x + y)(x +y') = x + yy' = x.

= Az 5. figgvény minimalizalasat nem vezettiik le, hanem a dualitas elve alapjan a 4.
feladatbdl szarmaztattuk.

= A4, és5.azonossagot egylittesen egyébként a Boole-algebra ,, Konszenzus-téte
nevezzik.

I”

-ének
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Hoo- Logikai kapuk

A logikai kapuk jelolése kiviteltdl és felépitéstdl fliggetlen.
A hagyomanyos és a ,szogletes” jelek tehat az absztrakt
tervezésnél is hasznalhatok.

- =D >

— & L — =1

- 1

Y=A-B  YzA+B Y=A
a kimenet csak akkor 1, ha a kimenet akkor 1, ha A kimenet akkor 1, ha a

mindkét bemenet 1 allapotban Parmelyik bemenet 1 bemenet 0 allapotban van.
van allapotban van.

ES .(AND) uﬂ- VAGY (OR) -ﬂ- NEM ﬂ

Logikai 0 Logikai 0 (NOT, INV) 1 0
Szorzas 0 1 o Osszeadas 5 41 1 Logikai 0 1
tagadas,
L (L L 1 0 1 invertalas
1 1 1 1 1 1
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Huo- Uj jaték: The Logic Lab

A logikai aramkorok szimulacidjat a THE LOGIC LAB segitségével is végezhetjik!

5]
®

S BE B
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4o TTL Logikai aramkordk

A TTL (Transistor-Transistor Logic) kapcsolasban bipolaris tranzisztorok
vannak, s a logikai bemenetek tobbemitteres tranzisztorok emitter kivezetései.

tranzisztorok mikodése egyenértékd
azzal, ha tobb tranzisztor bazisat és
kollektorat 6sszekotjik. 0

1. Atobb emitterrel rendelkez6 Vee %

(NAND) daramkor ebben a
leegyszerdsitett formaban nem mentes
az RTL aramkordk ismert problémaitdl. GND

2. Az abran lathatd kétbemenetlid NEM-ES _@

o

A probléma a kovetkez6 oldalon
bemutatott totem-pole kimenettel
orvosolhato.

Két bemenet(i NAND daramkor
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W TTL kapu totem-pole kimenettel

Totem-pole = totem oszlop. Fabdl faragott oszlop, figurai egymas
folott helyezkednek el, ,,egymas fején tlnek”... ATTL kimenet
elnevezése onnan ered, hogy itt is egymas tetejére lltetett
alkatrészeket latunk (az dbran V3, V5 és V4).

+5V

Kétbemenetil TTL NAND
aramkor totem-pole kimenettel

1. Alaphelyzetben V2 és V4
vezet, a kimenet alacsony Vi
szintd.

2. Havalamelyik bemenetet l
lehuzzuk, V2 és V4 nem i
vezet, V3 vezet: magas

kimeneti szint. o
uzl
Hatrany: viszonylag alacsony
kimeneti magas szint (~3,5 V) i
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A http://www.falstad.com/circuit/ cimen elérhet6 dramkor szimulator
segitségével vizsgaljuk a kapcsolas mikodését!
A Circuits/Logic Families/TTL Inverter mintapéldat nézzik meg!

[ £ Circuit Simulator v1.6i

File Edit Scope Opfions Circuits

Baloldalt a bemenet
allapota egérkattintassal
valtogathato:

H = magas szint (logikai 1)

L = alacsony szint (logikai 0)

Jobboldalt a kimenet
allapota lathato.

Len a be- és kimeneti
feszultségek
oszcilloszkdpos

megjelenitése lathato. TTL Inverter (NEM dramkor)
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http://www.falstad.com/circuit/

A http://www.falstad.com/circuit/ cimen elérhet6 dramkor szimulator
segitségével vizsgaljuk a kapcsolas mikodését!
A Circuits/Logic Families/TTL NAND mintapéldat nézzik meg!

| % Circuit Simulator vL.6i L= | |

File Edit Scope Options Circuits

www falstad.com

Cument Circuit:

TTL MAND

= O O
R O +—»r O

A kimenet csak akkor
alacsony, ha minden
bemenet magas szinten van

2 bemenet(i TTL NAND (NEM-ES)
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A http://www.falstad.com/circuit/ cimen elérhet6 dramkor szimulator
segitségével vizsgaljuk a kapcsolas mikodését!
A Circuits/Logic Families/TTL NOR mintapéldat nézziik meg!

Rajzjele: ' | ] Cireuit Simulator vL.6i o o0

File Edit Scope Options Circuits

www.falstad.com

Cument Circuit:

TTL NOR

A kimenet csak akkor magas,
ha minden bemenet alacsony
szinten van

Hobbielektronika csoport 2014/2015
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- CMOS kapuk

CMOS = Complementary MQOS, p- és n-csatornas FET-ekbdl éptilnek fel.
CMOS NAND CMOS inverter

i Input Transistor Voo l Voo
Q, | Q, Q,
—|:—I:,_ A B Q Q Q Q& Y — ;
i 0 0O ON ON OFF OFF 1
- Output o 41 ON OFF OFF ON 1 — X X
Q, |
Input il bonds
4 1 0 OFF ON ON OFF 1 NMOS
"\Pute—il:: 1 1 OFF OFF ON ON 0O 1 ™
= (a) Circuit 0oV
b) Equivalent circuit
vdd
o gt ransistor | output
= CMOS NOR A B Q1Q2Q30Q4 Y
Q.
E_ 0 0 ON ON OFF OFF 1
Output 0 1 ON OFF OFF ON 0
Qs 1 Qy
| :_L‘l_ 1 0 OFF ON ON OFF 0
npul, —_
'—F: 1 1 OFF OFF ON ON 0
Input, ‘ ™
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4001
4011
4013
4017
4021
4022
4023
4025
4026
4027
4028
4043
4046
4049
4050
4051
4052
4053
4060
4066
4069
4070
4071
4072
4073
4075
4081
4082
4093
4094

CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS
CMOS

Ja A 4000 -es sorozat tipikus tagjai

Quad 2-Input NOR Gate

Quad 2-Input NAND Gate

Dual D-Type Flip Flop

Decade Counter with 10 Decoded Outputs

8-Stage Static Shift Register

Octal Counter with 8 Decoded Outputs

Triple 3-Input NAND Gate

Triple 3-Input NOR Gate

Decade Counter/Divider with Decoded 7-Segment Display Outputs and Display Enable
Dual J-K Master-Slave Flip-Flop

BCD-to-Decimal or Binary-to-Octal Decoders/Drivers

Quad NOR R/S Latch with 3-State Outputs

Micropower Phase-Locked Loop

Hex Inverting Buffer/Converter

Hex Non-Inverting Buffer/Converter

Single 8-Channel Analog Multiplexer/Demultiplexer with Logic-Level Conversion
Differential 4-Channel Analog Multiplexer/Demultiplexer with Logic-Level Conversion
Triple 2-Channel Analog Multiplexer/Demultiplexer with Logic-Level Conversion
1l4-Stage Ripple-Carry Binary Counter/Divider and Oscillator

Quad Bilateral Switch

Hex Inverter

Quad Exclusive-OR Gate

Quad 2-Input OR Gate

Dual 4-Input OR Gate

Triple 3-Input AND Gate

Triple 3-Input OR Gate

Quad 2-Input AND Gate

Dual 4-Input AND Gate

Quad 2-Input NAND Schmitt Triggers

8-Stage Shift-and-Store Bus Register
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Ja)- A 4000-¢s sorozat tipikus tagjai
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NAND = nem-ES
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) NAND ka;ou 4011 Quad 2-input NAND

DD
14 13 12 11 10 9 8

o L

= =

1 2 3 4 5 4] 7
Gnd

A LED akkor vilagit, ha a Q kimenet (itt a
11-es 1ab) jelszintja magas (Q = 1).

A nyomoégombok elengedve alacsony,
lenyomva magas szintet biztositanak a
megfelel6 bemeneten (A: 13. 1ab, B 12.
lab).

Ellenérizziik az igazsagtabla teljestilését!

Forras: en.f-alpha.net
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Jgp- Atalakitds NAND kapukra

A kétértékl Boole-algebra tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy barmely logikai fliggvény
megvaldsithatd csupan NAND (nem-ES), vagy hasonléan csupan NOR (nem-VAGY)
aramkorokbdl.
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Alakitsuk at a kapcsolast csupa NAND kapura a Logisim

Program segitségével! Az eredeti kapcsolas megrajzolasa utan a
Project/Analyze Circuit meniben kattintsunk a Build Circuit gombra
és tegylink pipat a Use NAND Gates sor elé!

Az igy atalakitott kapcsolas egyetlen CD4011 IC-vel megépithetd!
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A Logisim program honlapja:
www.cburch.com/logisim/

Hobbielektronika csoport 2016/2017 Debreceni Megtestesiilés Plébania


http://www.cburch.com/logisim/
http://www.cburch.com/logisim/
http://www.cburch.com/logisim/
http://www.cburch.com/logisim/

dg Fi=X+Yyz megvaldsitasa

NAND kapukkal ===
K 0 P 0
s 0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

_ o 4011 Quad 2-input NAND
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